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Statisztikai modell

Staciondrius folyamat

Y(s,t) =0 +e(s,t),

(s,t) e X.
X = {[a1, b1] X [az, bz],al < b,a < bz} mintavételi tér.

(s, t), s, t € R: staciondrius Ornstein-Uhlenbeck (OU) mez8, azaz az alabbi
kovariancia strukturaval rendelkezé nulla varhaté értékii Gauss folyamat

~2
EE(Sl, tl)E(Sz, t2) = 427 exp ( — Oé|t1 — t2| = B|51 = 52|),
ahola >0, >0, o > 0.
Atparaméterezve:

EE(Sl, tl)E(Sz, tz) = 0’2 exp ( = a|t1 = t2| = ﬂ|51 = 52|)7
o :=0/(2/af): segédparaméter.
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Minta pontok

1) Monoton halmaz:

H: Hilbert tér valds vagy komplex skalarokkal.
(x,y), ahol x,y € H: a bels6 szorzat valds része.

Egy E C H x H halmazt monotonnak neveziink, ha minden (x1, y1), (x2, y2) € E
esetén fenndll (x1 — x2,y1 — y») > 0. [Minty, 1962, Minty, 1963]

Monoton halmazon vett megfigyelési pontokra vonatkoz6 feltétel:

D feltétel. Az {(s1,t1), (52, 2), ..., (Sn, ta)} C X, n € N, megfigyelési helyek
kozétt nincs dtfedés (azaz a megfigyelések kézott nincs ismétlédés), tovabba
0<s51<H<...<560< t1 <tr<...<ty teljesiil.

2) Szabalyos racs: Az {(517 t1), (s1, t2), - .-, (S, tm)} C X, n,m € N megfigye-
Iési helyek egy téglalap racspontjai (n x m darab).

.
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Monoton halmaz alkalmazasa: stacionarius homérsékleti mezé mérése

Cél: Egy épliletben keletkezé héhid, valamint penészedésre hajlamos helyek

csokkentése.

Szamitogépes szimulacid: valds hémérsékleti eloszldas modellezése. Az adatok

Mindrova (2005) cikkébdl szarmaznak.

(a) H8mérsékleti mezd izotermai;
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(b) Izotermak gegﬁgyelési _pontjai.
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Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre

:
Sikolya Kinga, DE IK, AMV




Bevezetés D-optimalitds IMSPE kritérium Entrépia kritérium Numerikus eredmények Hivatkozasok Kutatasi 6sszefoglalé

A trendparaméter becslése monoton halmaz esetén
Modell:
Y(s,t) =6 +e(s, t),
ahol az e OU mezd kovariancia struktirdjanak «, 3 és o paraméterei adottak.
Cél: A D feltételt kielégitd {(s1,t1), (52, t2), ..., (Sn, tn) } megfigyelési pontok-
ban tekintett modell esetén meghatdrozni a 6 trendparaméter becslésére szolga-
|6 optimalis mintavételi elrendezést.

D-optimalitasi kritérium: 6 paraméterre vonatkozé Fisher-féle informacio-
mennyiség maximalizdldsa.

0 paraméterre vonatkozé Fisher-féle inf. [Pdzman, 2007, Xia et al., 2006]:

n—1
_ 1—qi
Mo(n) =1, C* 1,=1 " ahol
o() =17 C Xy =1+ 333 shol
q,-::exp(—od,- —ﬂ5,‘) és d;j:= Siv1 — Si, 0= tiy1 — ti, | = 1,2, ...,n—1.
1,, n € N: n hosszisagl egyesekbdl allé oszlopvektor.

C(n, r): megfigyelések kovariancia matrixa, ahol r = (a, 8) .
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;
A kovariancia métrix egy Toeplitz matrix [Kiseldk and Stehlik, 2008]:
- _1 -
1 q1 9192 q192G3 H7:11 qi
el 1 G2 9243 H7:21 qi
q1G2 G2 1 a3 [T a
C(n,r) = | 919265 Qa3 qs 1

) T § T § iy

Tétel. [Baran és Stehlik, 2013] A D feltételt teljesit6 monoton halmaz esetén a
0 trendparaméter becslésére szolgdld optimalis mintavételt a kévetkezd alakd
ekvidisztans minta adja:

ad; + (86; konstans, ahol

Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre

=

g gn—1
gn—1

di = sip1—5i,0; == tia—t;, i=1,2,...,n—1
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A trendparaméter becslése szabalyos racs esetén
Modell:
Y(s,t) =60 +e(s, t),
ahol az e OU mezd kovariancia struktirdjanak «, 3 és o paraméterei adottak.

Cél: A 0 paraméterbecslés szerinti D-optimalis mintavétel meghatarozdsa az

{(51, t1), (s2, t2), . -, (Sn, tm)} szabdlyos racspontokban megfigyelt modell
esetén.

6 paraméterre vonatkozd Fisher-féle informaciémennyiség:

Ms(n, m) = 11, C~(n, m, r)Lom = M ()M (m) = (1+Z 1= p’)( Z 1= "J).

= 1+q;

pi = exp( ad;), gj == exp(—,Bd-) ahol d;:=siy1 —si és §j = tjiy1 — t;,
i=12...,n—1land j=1,2,... m—1.

1, k € N: k hosszisagu egyesekbdl allé oszlopvektor.

C(n, m, r): megfigyelések kovariancia matrixa, ahol r = (a, 3) "
oy <5

.
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A kovariancia struktira Kronecker-szorzatként all eld:

C(n,m,r) = P(n,r)® Q(m,r), ahol

1 P pip2 .. ... H;:ll pi |
p1 1 P .. . Ip
p1p2 P2 1 ... L. H;’:; pi
P(n,r) := : . ] )
: : : P
IS e I oo oo o 10

és Q(m, r) a P(n, r)-hez analég médon van definidlva.

Tétel. [Baran, Stehlik és S, 2013b] Szabalyos rdcs esetén a 6 paraméterbecslés
szerinti D-optimdlis mintavételt a di = d» = ... = dp—1 s 61 = b2 =
= dm—1 irdnymenti ekvidisztins minta adja .

u]

o)
I

i
!

2a0
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IMSPE kritérium szerinti optimdlis mintavétel monoton halmaz esetén

Tekintsiik az Y(s, t) = 6 + (s, t) folyamatot azon {(s1,t1), ..., (Sn, tn) }
pontokban, melyek a D feltételt teljesitik.

Cél: Az x = (x1,x2) € X pontban tekintett folyamat "krigelés” szerinti
optimalis mintavételének meghatarozasa, azaz tekintsiik a Y(x) legjobb linedris
torzitatlan becslését:

Y(x) =0+ Q" (x)C*(n, r)(Y — 1,0).
Y = (Y(si,t1),..., Y(sn, t,,))T: megfigyelések vektora,
1,: n hosszlsagl egyesekbdl all6 oszlopvektor,
C(n, r): Y kovariancia matrixa,
9O(x): Y(x) és Y kozatti korrelacidkbdl &ll6 vektor, azaz
Q(X) = (Q(Xa S1, tl)v tety Q(Xa Sn, tn))T7 Q(Xv Sis ti) ‘= exp (—OC|X1—S,'|—B|X2—t,'|),
0: 0 legkisebb négyzetes becslése, azaz

6= (1,C(n, r)l,,)_ll,,TCfl(n, nY.

Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre Sikolya Kinga, DE IK, AMV




IMSPE kritérium

Bevezetés D-optimalitds IMSPE kritérium Entrépia kritérium Numerikus eredmények Hivatkozasok Kutatasi 6sszefoglalé

|
Y (x) 4tlagos négyzetes hibja (MSPE):

MSPE(Y(x)) = o [1 (1, 2" (%) [ 0

nEC(n, r)] (1, 27(9) }

IMSPE kritérium szerinti optimalis mintavételi tervet az

IMSPE(Y) := 02 / MSPE(Y(x))dx

altal adott optimum segitségével hatarozzuk meg.
Felteheto:

Mintavételi tér: X = [0,1]?, s

=t1:O, Sn
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Monoton halmaz esetén az IMSPE egzakt alakja

.
Tétel. [Baran, Stehlik és S, 2013a] Ornstein-Uhlenbeck mez8 és monoton
halmazt alkoté minta pontok esetén

n—1
IMSPE(Y) =1- A, + (14
i=1

1— g\ -1
"’) B, ahol
— 1+ qi
CAR.G?—2Rii1.qi + R
_ i,iqi — 2Rit1,iqi i+1,i+1
An_R1,1+i§:; g :
Bn =1- 2wn ar Rn,n
— 1
n 3 Rii — 2Ri41,iqi + Riy1,i41G7 12 (Rn,i = wi) = (Rn,i+1 — wis1)qi
2 T+ ) 1+a
n—1i-1
Rij — Rit1,j9i — Rij+1q + Rit1,+19iq;
) Z Z J +1,j9 ‘ J+19; + +1,j+19i9j ’
pr (1+a)(1+q))
o & = = = 9Dace
‘ :
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és

% [2 o= aldit tdi_1) _ —a(dit...+d ,1)] |:2_e—[3(51+.‘.+6,~_1)_e—ﬂ(6;+..‘+6,,,1)]’
-ZL (2e—a(dj+...+d-_1)_e—a(2d1+...+2dj_1+¢+...+d4_1)_ —a(dj+...+dv_1+2d,-+...+2d,,_1))
«

126

+(di+...+ d;_l)e‘“(df*"”ifl)]
(1
X

(2e—ﬂ(aj+4.4+5,-_1)_e—,@(251+..4+25-_1+5,-+...

+5,-_1)_e—ﬁ(aj+.<.+5,»_1+25[+...+25,,_1))

ijeEN, 1<j<i<n.
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Példa
— Harompontos mintavétel: n=3, ssi=t1=0,s:=d, h:=0, s=t3=1
(di=d, &b =1—-d, 61 =9, o =1-9).

— d=1/2, § = 1/2 esetén lesz az IMSPE minimaélis (azaz az ekvidisztdns
minta adja az optimumot).

IMSPE Contour plot of IMSPE
3
25 N\
& 2 \
?,..3 = 15 N
= 1 -
05 -

05 1 15 2 25 3
o

Fisher information Contour plot of Fisher information
3
25 N
2 \\
= =15 NG
1 N
05 I
05 1 15 2 25 3
o _ -
=] & = = £ DA
\ ;
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IMSPE tulajdonsagai

Tétel. [Baran, Stehlik és S, 2013a] IMSPE szimmetrikus abban az értelemben,
hogy (d;, ;) és (dn—i,0n—i), i =1,2,...,n—1, tivolsdg parok felcserélésével az
IMSPE(Y) értéke vdltozatlan marad.

Kovetkezmény. //4\2 IMSPE kritérium szerinti optimalis minta szimmetrikus,
azaz ha IMSPE(Y)-nek az optimuma (dy',d5, ..., dy_1,67,65, ..., 64 1)-ben
van, akkor d =d;_; ésé; =6,_;, i=1,2,...,n.

Példa:

— Tekintslink egy Ot pontos mintavételt: n=5éss; =t =0, ss = t5 = 1.

— A kovetkezménybdl adédik, hogy ekkor az optimdlis minta esetén
di =dy, di =d; és 67 = 65, 65 = 63 teljesiil.

Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre Sikolya Kinga, DE IK, AMV
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*
-5 0.25

*

5025

n =15 esetén az («, 3) korreldciés paraméterek fliggvényében az IMSPE
optimumit add di, ds és 07, 05 értékek.
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IMSPE kritérium szerinti optimdlis mintavétel szabdlyos racs esetén

Tekintsiik az Y (s, t) = 6 + (s, t) folyamatot az {(s1, 1), ..., (Sn, tm) } minta
pontokban.

Az Y (x1,x2), (x1,x) € X, legjobb torzitatlan linedris becslése:
Y(xi,%) =04 R (x1,%)C (n,m, r)(Y — 1,,0), ahol
Y = (Y(s1,t1),..., Y(sn, tm))T: megfigyelések vektora,
C(n,m, r): Y kovariancia matrixa,
R(x1,x2): Y(x1,x) és Y vektor kdzdtti korrelaciés vektor, azaz
R(x1,x2) = (g(xl,xz, si, t1), ..., 0(x1, %2, Si, t), - - ., o(x1, X2, Sn, t,,,))T, ahol

o(x1, x2, si, t7) == o1(xa, 51)02(x2, tj), ahol g1(x1, 57) == exp (— alx1 — si|) és
2%, tj) := exp (= Blxe — i)

0: 0 legkisebb négyzetes becslése, azaz

0= (lnTmC_l(n, m, r)l,,m)_ll,,TmC_l(n, m, r)Y.

o = =
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Az elbrejelzés atlagos négyzetes hibdja (MSPE)
MSPE(Y (x1, %))

: T
1_(17 RT(Xl,XQ)) I: 0 : lnm

--------------------- :| (1, RT(X1,X2))T:|

1om: C(n m,r)
IMSPE(Y) :=

_2/ MSPE xl,xz)) dxi dxo
esetén
. n—1
IMSPE(Y) =1— (

dip? m—1 = 5

RN (CRR
n_ll—p,- = m

+<1+Zl+

A

1-gq
= l—q 1 3 n_ll—Pi m_ll—Q'
1+ J) 1 ( )
P m) ( z:1+% [ af E; 1+pi

n—1

1-— p,+2adp, 1—qj+2ﬂ6JqJ

(SRt (5

Flta
, ahol
B(1+ q;)? >:|
pi = exp(—ad;), q,

qj = exp(—039;) ahol d;i := si1
Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre

Tétel. [Baran, Stehlik és S, 2013b] Szabdlyos rdcspontot alkoté minta pontok

5 656 = tin

— -
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Entroépia kritérium szerinti optimalis mintavétel monoton halmaz esetén
Shewry és Wynn (1987): A megfigyelések Ent(Y) entrépidjanak maximaliza-
|asaval hatdrozta meg az optimalis mintat.

Gauss esetben: n-dimenziés normal vektorként felirt o2 C(n, r) kovariancia
matrixd megfigyelések:

Ent(Y) = g(l +In(270?)) + % Indet C(n, r).

Tétel. [Baran, Stehlik és S, 2013a] Monoton halmazt alkoté minta esetén az
Ent(Y) entrdpia a kévetkezé alakban 3ll elé

Ent(Y) = g(l +In(2m0?)) + %i In(1-gq).

Ebben az esetben az entropia kritérium szerinti optimalis mintavételt az az
ekvidisztans minta adja, ahol ad; + 86;, i =1,2,...,n—1, (azaz a q;)
konstans.

Megjegyzés: A di =dr=...=d, és 01 = 62 = ... = 0, egyenld tdvolsigu
monoton minta az entrépia kritérium szerint optimalis.

Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre Sikolya Kinga, DE IK, AMV
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Entroépia kritérium szerinti optimalis mintavétel szabdlyos racs esetén

.
Gauss eset: a megfigyelések egy n- m-dimenziés o° C(n, m, r) kovariancia
matrixi normalis véletlen vektort alkotnak

Ent(Y) = % (1+ In(27ra2)) > Indet C(n,m, r)

Tétel. [Baran, Stehlik és S, 2013b] Szabdlyos rdcsot alkoté minta esetén az
Ent(Y) entrdpia a kbvetkezé alakban dll elé
Ent(Y) = — (1 + In(270? ) +

m—1
n 2
Zln 1—p, +§Zln(1—qj)
J
Ebben az esetben az entropia kritérium szerinti optimalis mintavételt a
d1=d2=...:d,,_1 é551=52
adja.

. =0m

1 irdnymenti ekvidisztans minta

o = = = = 9aACe
:

Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre Sikolya Kinga, DE IK, AMV
R R R R R R R R R R RRRRRRERRRERRERJI_IR™®




Bevezetés D-optimalitds IMSPE kritérium Entrépia kritérium Numerikus eredmények Hivatkozasok Kutatasi 6sszefoglalé

IMSPE és az entrépia kritérium 6sszehasonlitasa

a=05 =08 | a=1, 8=1|a=1 =10

optimalis 0.2602 0.4008 0.9266

n=4 egy tav. 0.2693 0.4010 0.9326
. hat. (%) 96.62 99.95 99.36

optlmalls 0.2309 0.3699 0.8290

n=5 egy tav. 0.2473 0.3700 0.8409
. hat. (%) 93.37 99.97 98.58

optlmalls 0.2007 0.3423 0.7066

n=7 egy tav. 0.2274 0.3424 0.7288
. hat. (%) 88.26 99.97 96.95

optlmalls 0.1570 0.3262 0.6057

n=10 egy tdv. 0.2155 0.3262 0.6390
. hat. (%) 72.87 99.98 94.79

Az IMSPE értékei optimalis, valamint egyenlé tdvolsagi monoton mlnta esete
oy P

D Q>

.
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IMSPE monoton halmaz és szabdlyos racs esetén

a=05 =08 | a=1, =1 |a=3, =3
monoton 0.2602 0.4008 0.8487
n =4 | szab. racs 0.3580 0.5389 1.0094
rel. hat. (%) 137.59 134.46 118.93
monoton 0.1620 0.3300 0.6997
n=9 | szab. racs 0.1527 0.3018 0.7011
rel. hat. (%) 94.26 91.45 100.20

Az IMSPE optimdlis értékei monoton halmazt, valamint szabalyos racsot alkoté
minta esetén.

— n=4: a monoton minta esetén az IMSPE optimalis értékei jobbak, mint
szabdlyos racs esetén,

— n=94és a==3: a relativ hatékonysag kozel 100%.

o & = = Do
! .
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0 paraméterre vonatkozé Fisher-féle informaciomennyiség és az entrépia kritérium
monoton halmaz és szabdlyos racs esetén

— A metdn szerkezete: 62 pontbdl 4ll [Vaghjiani és Ravishankara, 1991]

— n = 64 pontos mintdt tekintiink

— 8 x 8 szabdlyos rdcs 6sszehasonlitdsa az n = 64 pontbdl all6 monoton
halmazzal

~ Mintavételi tér: [223,420] x [0.84, 43.51]

a=0.001, =001 | «a=0.1,=1| a=1, =10
mon. 1.3118 29.8651 63.9937
D-opt. szab.racs 1.3328 57.4388 64.00
rel.hat.(%) 98.43 51.99 99.99
mon. -33.0446 86.1318 90.8121
entrépia szab.racs -51.1507 90.7111 90.8121
rel.hat.(%) 64.60 94.95 i _ 100

.
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Alkalmazott statisztika: A Down szindréma kockdzatdnak elemzése

» a szakirodalomban ismert eljards, az un. diszkriminancia analizis
alkalmazidsa Magyarorszag Eszak-Alfoldi régiéjanak adataira (89000
egészséges és 333 veszélyeztett terhesség);

> a kutatdsban az djdonsig, hogy az a-fetoprotein (AFP) és human
chorionic gonadotrophin (hCG) mellet harmadik markerként, a graviditas
specifikus 3-glicoproteint (SP1) hasznilja;

» a becslés az egészséges illetve a veszélyeztetett terhességekhez tartozé
markerek egyiittes sliriiségfliggvényeinek likelihood hanyadosan alapul,
mely feltételezi a markerek egylittes lognormalitasat;

» kiemelt figyelmet kapott ezen feltételek teljesiilésének vizsgalata;

» osszehasonlitasként a logisztikus regresszids osztalyozas eredményeit is
megvizsgaltuk;

» Publikacié: Baran, S., Sikolya, K., Veress, L., Estimating the risk of a
Down's syndrome term pregnancy using age and serum markers:

Comparison of various methods. Comm. Statist. Simulation Comput. 42
(2013), no. 7, 1654-1672.
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:

Gauss folyamatokkal meghajtott linedris modellek paraméterbecslései

» Modell: Z(s,t) := migi(s,t) + -+ mpgp(s, t) + U(s, t);

» U(s, t): Wiener vagy Ornstein-Uhlenbeck mezd (staciondrius és nulldbdl
kiinduld);

> gi,...,8 :R% = R: adott fiiggvények;

» my,...,mp, € R: ismeretlen regressziés paraméterek;

» meghataroztuk az my, ..., m, paraméterek maximum likelihood becsléseit
egy G megfigyelési tartomany felett;

» a kapott elméleti eredményeket szimuldcidkkal is aldtamasztottuk;

» Publikacidk:
1. Baran, S., Sikolya, K., Parameter estimation in linear regression driven

by a Gaussian sheet. Acta Sci. Math. (Szeged) 78 (2012), no. 3-4,
689-713.

2. Baran, S., Sikolya, K., Parameter estimation in linear regression driven
by a Wiener sheet. Ann. Math. Inform. 39 (2012), 3-15.

Optimalis mintavételi terv meghatarozasa OU mezékre Sikolya Kinga, DE IK, AMV




Bevezetés D-optimalitds IMSPE kritérium Entrépia kritérium Numerikus eredmények Hivatkozasok Kutatasi dsszefoglalé

Térbeli autoregressziv modellek stabilitasdnak vizsgalata

>

Modell:

_ _ >
Xe o= oXk—1,0+PBXke—1+€ke, hak+£>1, kECT kil>0;
0, ha k+/¢=0,

Stabil modell: |a| + |3] < 1; instabil: |a|+|8] =1; [Basu és Reinsel,
1993]

(o, B) paraméterek {Xi.: (k,£) € T,} megfigyeléseken alapuld
legkisebb négyzetes becslései stabil és az instabil esetben is
aszimptotikusan normilisak; [Baran, Pap és Zuijlen, 2007]

sikeriilt a o := || + |B| stabilitdsi paraméter bevezetésével a fent emlitett
eredményre egy joval egyszeriibb bizonyitast adni;

meghataroztuk a stabilitdsi paraméter legkisebb négyzetes becslésének
aszimptotikajat;

Puplikacié: Baran, S., Pap, G., Sikolya, K., Testing stability in a spatial
unilateral autoregressive model. Statistics, submitted (arXiv:1203.4346).
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